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SAZETAK:

Pojam "alocirati" znai dodijeliti (engleski assignment) ili rasporeditidreZenu koleinu resursa
nekom ili néem. Problem alokacije sluzi za odieanje optimalnog néna rasporeéivanja n
elemenata (npr. radnika) na m mjesta (npr. poslo¥ada je broj elemenata i mjesta isti radi se o
zatvorenom problemu alokacije, a ako je rétliadi se o otvorenom problemu alokacije. Za swpko
radnika zadana je njegova efikasnost na svakomogetimih poslova ili vrijeme izvrSenja posla. Cilj
problema je rasporediti sve radnike na poslovetdt svakom radniku pripadnect®o jedan posao i
tako da svaki posao obavljact@o jedan radnik. Pri tome razlikujemo dvije vrst®ldema: ako je
potrebno da je ukupna efikasnost maksimalna (gmbMmaksimuma), a ako je potrebno da je
ukupno vrijeme izvrSenja poslova minimalno (problamnimuma). lako koncepcijski veoma jasan i
jednostavan, problem je zbog svoje faktorijelngestmsti veoma teZzak za rjeSavaidggk toliko da
pripada grupi NP-teSkih problem@anas se za egzaktno rjeSavanje ovog problemée&@ koristi
Madarska metoda uz primjenu odgovaréfusoftvera..

1. UvOD

Problem alokacije sluzi za odiiganje optimalnog n@na rasporéivanjan elemenata (npr. radnika)
nam mjesta (npr. poslova, strojeva), i to tako da jekévadnik rasporen jednom i samo jednom
poslu. Kada je broj elemenata i mjesta isti radioseatvorenom problemu alokacije. Za svakog
radnika zadana je njegova efikasnost na svakompgtinih poslova. Cilj je rasporediti sve radnike
na poslove tako da svakom radniku pripadr@dgedan posao i tako da svaki posao obavijaaa
jedan radnik. Pri tom Zelimo da ukupna efikasnasieomaksimalna (problem maksimuma). Ako
imamo zadana vremena obavljanja posla za svakagkadsvaki posao onda minimiziramo ukupno
vrijeme (problem minimuma). Ako se broj radnika riojp poslova razlikuju radi se otvorenom
problemu alokacije. Tada dopisujemo fiktivne poslotoliko njih koliko je potrebno da se problem
zatvori. Efikasnost osobe na fiktivnom poslu jeS¥e ostalo je isto kao kod zatvorenog problema
alokacije.

Savremeni pristup upravljanju projektima, osim 3@ nivoa znanja svihdesnika u realizaciji
postavljenog zadatka zahtijeva i najpovoljniji rasg izvrSitelja aktivnosti unutar postégg
sistema. Pod najpovoljnijim se podrazumijeva oaaporedijom se realizacijom postize maksimum
ili minimum funkcije cilja zavisno od zadanog prebia. Zbog toga je raspdreanje izvrsitelja
veoma vazan faktor za planiranje i uspjeSnu regjizgostavljenih zadataka. Pri rjeSavanju problema
raspordivanja radnika na pojedine poslove ili neke strejevdluke su se donosile i joS secedje
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donose na osnovu profesionalnih dsja i intuicije, a veoma malo na osnovu egzaktnihouahet
Dobro intuitivno osjéanje temelji se na iskustvu i znanjuégieom obrazovanjem, ali sa sobom nosi i
manje-visSe izrazenu moduost pojave subjektivne pogreskecslimog karaktera. Ovi problemi su
veomacesto predmet istrazivanja, a glavni razlog su eefitogénosti prakténe primjeneu raznim
oblastima. Alokacijski problem spada u NP-teSkebfmme kombinatorne optimizacije tj. u probleme
zacije rjeSavanje nisu poznati algoritmi s vremenotureanja koje je zavisno od véhe problema,

tj. Cija se sloZzenost moZze izraziti polinomnom funkcij¢npr. linearnom, kvadratnom, kubnom,...)

1.

2. FORMULACIJA OTVORENOG PROBLEMA ALOKACIJE

Na primjer, ako treba rasporediti dva radnika na sliroja, na raspolaganju su dvije mémpsti, jer
se svaki radnik moze rasporediti na jedan ili distgdj. Raspordéivanjem jednog radnika odten je
izbor i za drugoga. Povenjem broja strojeva i radnika do nekog braja broj raspolozivih
moguenosti An) poveava se po zakon®n) =n! i jednakje broju permutacija od elemenata. Ako

se broj radnika i broj poslova (strojeva) razlikujadi se otvorenom problemu alokacije. Tada
dopisujemo fiktivne poslove, toliko njih koliko jpotrebno da se problem zatvori. Ako je broj
radnika (n) veti od broja raspoloZivih strojeve(m), broj mogénosti angaZiranja radnika na

n I
strojevima (P) iznosi: P = =L. Sposobnost radnika da rukuje nekim strojem
m | (h=m)rm

veoma je zn&jna za praktinu efikasnost stroja i pri éananju praktine efikasnosti treba je uzeti u
obzir kao koeficijent radnikakr. Vrijednost ovog koeficijenta, u izrazima zacuwa prakttne
efikasnosti strojeva, kée se od 0 do | i kuna se po izrazu:

kr =— 1)
pri ¢emu je:
Op - ocjena izdenih radnika za rad na pojedinim strojevima.

Izraz za r&un prakténe efikasnosti ima kod svih strojeva isti obliki pemu se pojavljuju razlike
ovisno o tehniikim osobinama stroja i vrste posla za koji je namjgn. Tako izraz za ¢an prakténe
efikasnosti stroja glasi:

Up =krUT )
pri ¢emu su:

Up — praktiéna efikasnost stroja

Ut - teorijska efikasnost stroja

kr — koeficijent radnika po izrazu (1). Ako za izvrdemekogpostavljenog zadatka na raspolaganju
ima n strojeva na koje treba rasporediti radnika, pricemu je sposobnost radnika(i = :LZ...,n)

za rad na strojuj (j = lZ...,m) definisana koeficijentorkg,jj , ¢ija je vrijednost poznata, mogu se,
prema izrazu (2) izeanati sve vrijednostljj , odnosno prakinu efikasnost strojaj kada njime

upravlja radniki. Od ovih vrijednosti formira se matrica prakte efikasnostlU (tabela 1), u kojoj
svaki red pripada po jednom radniku, dok su stiojawdodijeljene kolone.
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Tabela 1: Matrica prakine efikasnosti

Strojevi S Sj Sm
Radnici
R U1 Uij Uim
Ri Ui Uij Uim
Rn Unt U ni Unm

2.1 Matemati¢ka formulacija problema

Cilj raspordivanja radnika na strojeve jest postizanje najpjoijel efikasnosti datog sistema. Zbog
toga se kao kriterij za ocjenu efikasnosti u oval&i koristio intenzitet efikasnosti, odnosnonuéni

potencijal ili nivo efikasnosti sistema, koji jefiigsan kao efikasnost (kapacitet) sistema u odatjra
jedinici vremena [2].
Funkcija cilja moZe se definisati kao:

maxF = Zn:zm: Gj Xij (3)

i=1 j=1
pri éemu je:
F —funkcija cilja (intenzitet efikasnosti sistema)

cij —intenzitet efikasnostij — tog stroja kad njime rukujé-radnik, a izréuna se prema
izrazu za prakinu efikasnosy p — za svaki stroj

xij —varijabla s vrijednostima 1 ili 0 koja ozf®va je lii —ti radnik rasporéen na j —ti stroj
(xj =1) ili nije (xj =0)

Navedena definicija varijablkj namee sljedée uslove ogragenja:

z)ﬁj :1(i = 12,...,n) (4)
j=1

n
in,- =1(j=12...m) (5)
i=1
uz uslov:

(6)

lakoje i-ti radnik naj -tomstroju
Xj =
0, usuprotnom

Prvim ograntenjem (4) u ovom matema&kiom modelu osigurava se da jedan stroj moze biti
rasporden samo jednom radniku, dok drugo ogtanje (5) osigurava da jedan radnik moze biti
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rasporéen samo na jedan stroj. Kako broj strojeva ne rbargednak broju radnika, ovaj zadatak u
opStem sldaju pripada otvorenim problemima. Ako matertkitiaparat to zahtijeva, sdenje
otvorenog problema na zatvoreni moZe se ostvaniiadanjem potrebnog broja redova ili kolona
kako bi se dobila kvadratna matrica, s tim Sto dodatnim redovima i kolonama sve vrijednosti bile
jednake nuli. Médutim, danas se n&&e koristi Matarska metoda za egzaktno rjeSavanje problema
koja je posebno razvijena za problema rastivamja. Sastoji u reduciranju matrice individualnih
efikasnosti i dobivanjun nezavisnih nula (dvije ili viSe nula ne pripad#&tom vektoru). Te nule
daju optimalno rjeSenje alokacije. Postupak sediziooz ¢etiri osnovna koraka [3].

Primjer:
Za podatke u tabeli (vrijeme izrade proizvoda ntnuatrojevima) potrebno je rasporediti= 13
radnika nam= 10strojeva tako da se minimizira ukupno vrijeme posl

Tabela 2: Vrijeme izrade proizvoda za svakog raami& strojevima

n

m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
R1 34 31 20 27 24 24 18 33 35 19
R2 14 14 22 34 26 19 22 29 22 19
R3 22 16 21 27 35 25 30 22 23 23
R4 17 21 24 16 31 22 20 27 26| 17
R5 17 29 22 31 18 19 26 24 25 14
R6 26 29 37 34 37 20 21 25 27 27
R7 30 28 37 28 29 23 19 33 30 2]
R8 28 21 30 24 35 20 24 24 32 24
R9 19 18 19 28 28 27 26 32 23 27
R10 30 22 29 19 30 29 29 21 20 18
R11 29 25 35 29 27 18 30 28 19 23
R12 15 19 19 33 22 24 25 31 33 2]
R13 27 32 27 29 29 21 19 25 20 21
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Slika 1: Graficki model problema
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Sa slike 1 je vidljivo koliko je sloZen ovaj probiezbog velikog broja mogmosti. Na slici 2 je
prikazano optimalno rjeSenje rasporeda radnikatraese za zadane ulazne podatke. RjeSenje je
dobiveno poméu softver-a WinQSB [4].

Radnici13: Minimization (Assignment Problem)

10-08-201 3 From To Assignment Unit Cost Total Cost Reduced Cost
1 R1 7 1 18 18 0
2 R2 1 1 14 14 1]
3 R3 2 1 16 16 0
4 R4 4 1 16 16 1}
5 RS 10 1 14 14 0
B RE Unused_Supply 1 o 0 o
7 R7 Unused_Supply 1 0 0 1]
8 RE Unused_Supply 1 o 0 o
9 R3 3 1 19 13 1}

10 R10 a 1 21 21 0

1 R11 6 1 18 18 0

12 R12 5 1 22 22 1]

13 R13 9 1 20 20 0
Total Objective Function Yalue = 178

Slika 2: Optimalno rjeSenje problema minimuma

Iz slika 2 je vidljivo da je minimalno vrijeme radanosi 178 i postize se kad 1. radnik radi na 7.
stroju, 2. radnik radi na 1. stroju, 3. radnik radi2. stroju, 4. radnik radi na 4. stroju, 5.m&dadi

na 10. stroju, 9. radnik radi na 3. stroju, 10.nikdadi na 8. stroju, 11. radnik radi na 6. strdi@.
radnik radi na 5. stroju i 13. radnik radi na 9oft. Radnici 6. 7. i 8. su neraspoeai. Na slici 3
prikazano je grafiko rjeSenje.

Slika 3: Optimalno rjeSenje problema minimuma refgr
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Proces rjeSavanja primjenom Néaske metode za problem minimizacije vremena rjeSgroblema
se sastoji od 5 iteracija. Rezultat zadnje itergmijkazan je na slici 4.

M Hungarian Method for Radnici13 - Iteration 5 (Final)

Fram ' Te 4 5 7 9 1 Dunony | Dummy | Dummy
Rl 1] 1 12 18
R 1E
B3 3 1
R4 1,
2t 1 16 13
RA 1 1 17 1 1
R7 H 143 17 1
Rz e 1 g 1
sl 1
RI0 B 1 1 1
RI11 1 1 1 1 1
RIZ @ 1 1
R13 e il 1

Slika 4:. RjeSenje problema Marskom metodom (peta iteracija)

3. ZAKLJU CAK

U ovom raduje opisan je problem alokacije tj. raspiwanja radnika na strojeve. Data je
matemattka formulacija i kratak opis problema, kao i egmakimetoda za rjeSavanje konkretnog
problema koji je rijeSen ponda softwer WinQSB. Ograténja i kriteriji optimalnosti tj. funkcija
cilja, mijenjaju se u zavisnosti od konkretne pevbétike i moraju se identifikovati za svaki zadatak
posebno. Posljednih godina javlja se veliko intevesje za ove probleme, a glavni razlog su velike
moguwnosti prakténe primjeneu raznim oblastima.. Pod najpovoljnijim se podrageva onaj
rasporedéijom se realizacijom postize maksimum ili minimunmkcije cilja zavisno od zadanog
problema. Zbog toga je raspdieanje radnika veoma vazan faktor za planiranjspjesSnu realizaciju
postavljenih zadataka.
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