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SAZETAK:
U ovom radu razmatratemo sistem racionalnih diferentnih jedirea u ravni:
Ly
Tn1 =T
SR =012 @)

Yne1 =372
gdje su parametrd, i 4; pozitivni realni brojevi, a petni uslovix i y, su nenegativni proizvoljni

brojevi. Odreditéemo karaktere stabilnosti ekvilibrijuma sistemaptanjenom programskog paketa
Mathematica slikovito prikazati ponaSanje raciamzd dinamékog sistema (1) u od#enim
oblastima.

1. UvOD

Pojam diferentne jeddme javlja se joS u ranom srednjem vijeku u rasptalber abacj koju je
napisao italijanski matemasr Leonardo Pizano, odnostiaveni Fibonai. U ovoj raspravi opisan je
naime problem s kudima. Diferentne jedndne, odnosno sistemi diferentnih jedime imaju sve
Siru primjenu u mnogim podéima nauke, prije svega u matenthtj biologiji, epidemiologiji i
ekonomiji, gdje(n+1)-va generacija ili stanje sistema zavisi od pretitoangeneracija ili stanja.
Njima se opisuju diskretni matem#i modeli, za razliku od diferencijalnih jedtiaa kojim se
opisuju kontinuirani matemaki modeli. Problem pratavanja diferentnih jedgma i sistema
diferentnih jedn&ina je in&e znatno sloZeniji od shih problema s diferencijalnim jedtinama.
Naime, dok smo kod diferencijalnih jeiitaa nageXe mogli dobiti oge (globalne) rezultate, kod
diferentnih jedn&na to uglavnom nije tako, izuzev donekle wsju linearnih diferentnih jeddana.

U ovom radu pisatemo o kompetitivnim diskretnim dinaékim sistemima u ravni. Krendéemo od
osnovnih rezultata, te njihova primjena na jednoomkketnom primjeru kompetitivnog sistema.
Razmatratemo sistem (1) koji je pr@gavan u radu [5].

Kompetitivne i kooperativne sisteme pawali su mnogi matematri. Jedan od razloga zbog kojih
su dvodimenzionalni diskretni kompetitivni i koop#vni sistemi jako vaZni je njihova velika
primjena ic¢injenica da mnogi primjeri matematih modela u biologiji i ekonomiji koji ukljéuju
kompeticiju ili kooperaciju su modeli koji ukkuju dvije vrste. Drugi razlog je taj Sto je teorija
dvodimenzionalnih kompetitivnih i kooperativnih teisya dobro razvijena, za razliku od takve teorije
za tri i viSedimenzionalne sisteme. Da bi béiduistraziv&ima i ¢itaocima priblizili ovu slozenu
materiju, autori su u razmatranom primjeru, kodiseoftwer Mathematica, te paket Dynamica 3.0,
slikovito dali prikaze ponaSanja rieSenja raciongldinamékog sistema (1) u oddenim oblastima.
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Mathematica je matemakii softver (jezik i paket) za simbgko i numeréko rjeSavanje problema iz
svih poznatih oblasti matematike, fizike i drugiblasti nauke. Namjenjena je kako korisnicima
(u¢enicima, studentima, inZenjerima) za rjeSavanjé peznatih, pro&enih problema, tako i
istraziva&ima koji je mogu upotrijebiti za najkomplikovaniggoratune i analize. Posebno je pogodan
za obradu numetkih podataka, sposobnost simigktig procesiranja i sistem za grddd
prikazivanje podataka i funkcija.

2. OSNOVNI REZULTATI

Posmatrajmo sistem diferentnih jedima

{X”*l =100 Ya) o012 (xuye) OP, @

Yo = 90X, V)

gdiejePO0O, T=(f,g): P - P ifunkcije f i g neprekidne Pretpostavimo da getna téka
(X,,Y,) leZi u domendT, pa tako sistem (2) definif{x ,y, )} za sven=0. Kad je funkcija f
neopadajéa po x i nerastda po y i funkcija g je nerastéa po x i neopdajda po y, sistem (2)
nazivamo kompetitivnim. Kad su funkcij¢ i g neopadajée i po x i po y sistem (2) nazivamo
kooperativnim.

Definicija2.1 o
Tacka ekvilibrijumasistema (2) je &ka E(x, y)D (2 takva da je
{X = 1(xy)
y=9(xy)

To jest, E(}, g/) je fiksna taka funkcijeT .

U narednoj definiciji definisatemo stabilnost ekvilibrijuma sistema diferentnitijaina. Ozn&mo
saHUpeuklidovu normu u1? definisanu sa

[Oey)| =% +y2.
Definicija 2.2
a) Tacka ekvilibrijuma E(?(S/) sistema (2) se nazivaabilnomako za svaka > 0 postoji
d>0 tako da H(XO’ Yo) _(}&M <, implicira H(Xn,yn) - (}6,}‘ <, za svenx0.
Inace se ekvilibrijum E(;(, g/) nazivanestabilnim
b) Tacka ekvilibrijuma E(?(S/) sistema (2) se nazivasimptotski stabilnomeko je ona

stabilna i postojiy >0 tako da(x_,y,) - (;(,g/) kadn — o za svako(x,,y,) za koje
vijedi [(x,,y,) - (x y)| < -
Predmet protavanja teorije stabilnosti je analiziranje ponadatgSenja blizu tke ekvilibrijuma,

specijalno, da li se one priblizavaju ili razilazd tatke ekvilibrijuma. Primjenom Schur-Cohnovog
kriterija dobivamo Teorem koji daje potrebne i diiwe uvjete za lokalnu stabilnost ekvilibrijuma.
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Svojstvene vrijednosti, matrice J. (}, 9) su korijeni jednaine

ek 26) |
det(JT(X,Y)‘/“): g(f) %(*’)—A_O

X X,
y dy y

dy

ili krace, jedndine

A —-pAl+g=0, (3)
pri ¢emu su
~—\_of o0g . ~ —
=Trd =—+—= | =detJ; (X
p T (X, Y) ax oy q T( Y)
Teorem 2.1

Neka jeT = (f,g) neprekidna i diferencijabilna funkcija definisana otvorenom skup® 00 02 i
neka je E(}, 9)5 P ekvilibrijum preslikavanjarl . Tada vrijedi:
a) Ako oba korijena kvadratne jedtiae (3) leZze u otvorenom jediniom diskuw <1, onda
ekvilibrijum E sistema (2) jéokalno asimptotski stabilan
b) Ako najmanje jedan od korijena jedfiree (3) ima apsolutnu vrijednostéteod jedan, onda
ekvilibrijum E sistema (2) j@mestabilan

c) Potreban i dovoljan uvjet da oba korijena jedire (3) leze u otvorenom jediniom disku
A <1, je|p <1+qg<2 U tom sldaju lokalno asimptotski stabilan ekvilibrijurk se

nazivasink.

d) Potreban i dovoljan uvjet da oba korijena jedime (3) imaju apsolutnu vrijednostéreod
jedan je‘q‘ >1 i ‘p‘ < ‘1+ q‘_ U tom sliaju nestabilni ekvilibrijumE se nazivaepeler
ili izvor.

e) Potreban i dovoljan uvjet da jedan korijen jedime (3) ima apsolutnu vrijednost dte od
jedan, a da drugi ima apsolutnu vrijednost manjuedan je

p?-49>0 i |p>[1+d
U tom sluaju nestabilni ekvilibrijumE se nazivasedlasta t&ka ili sedlo

f)  Potreban i dovoljan uvjet da najmanje jedan korijednaiine (3) ima apsolutnu vrijednost
jednaku jedan je

P =f+q i gq=1i ps<2
U tom sluaju ekvilibrijum E se nazivanehiperboléki ekvilibrijum.

Treba napomeniti da je metod linearizacije, vjetowgrvi metod koji je koriSten u teoriji stabilribs
Metodu linearizacije su nde prvima koristili Ljapunov, Perron i Poincare wpfavanju stabilnosti
rieSenja diferencijalnih jeddaa.

3. TACKE EKVILIBRIJUMA

Tacke ekvilibrijumak (£, sistema (1) zadovoljavaju sljetdesistem jednéina:
S

T=m (4)
¥= A--I-x_‘ ’ ®)

Iz jedn&ine (4) dobivamo
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x —_—

A +7°
Sto je ekvivalentno jeddmi

jJ=0=f=0vi=1—24,

=1
x( A+ 75

Iz jedndine (5) dobivamo
7

I 0.

—

S

A+
Sto je ekvivalentno jeddani
1 -
Fll— =0l=7F=0vi=,1—4,
7 2,+77)=0=7 FENIT A
Dobivamo dvije take ekvilibrijuma
Ei(0.07
i
E(J1—-4,,/1-4;) 4,.4;e(01)

Dodatno, ako je4, =1 onda svaka tka nax —osi je t&ka ekvilibrijuma, a ako jel, = 1 onda
svaka téka nay —osi je t&ka ekvilibrijuma. Konano, ako jed, = 4, =1 onda se obje tke
ekivilibrijuma E; i E, podudaraju, pa svaka ¢l na nekoj od koordinatnih osa jecka
ekvilibrijuma.

4. ANALIZA LINEARIZIRANE STABILNOSTI

PreslikavanjeT pridruzeno sistemu (1) je dato sa
. x ¥
I(x, yi= (A,_ +}"’A: + x‘a]'

Jakobijan preslikavanja je

1 Zxy
A | A+ (4, +y%)?
Jr(x.¥) = Zxy 1
(A, +17)° Ap+1
Vrijednost Jakobijana pridruzenog preslikavamju taski ekvilibrijuma E( %, je
A W
Jr(E 7) =( ) (®)
—2I§ —
\ Y A+ B
Determinanta Jakobijana (6) je
— 1 2=1
RGN =G a s T
a trag Jakobijana (6) je
1 1
T = ——=1t———

A+ A+ T

Teorem4.1
i. Pretpostavimo da jel, = 11 4, = 1. Tada je ekvilibrijunE, sistema diferentnih jeddma
(1) lokalno asimptotski stabilan.
ii. Pretpostavimo da je4, =1 ifili 4;= 1. Tada je ekvilibrijumg, sistema diferentnih
jednaiina (1) nestabilan. Preciznije, ekvilibrijurg, je sedlasta t@ka ako jed; =1 i
Ay =l iliakojed, =1id,= 1, arepelerako jed, < 1i 4, 1
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Dokaz:
Vrijednost Jakobijana preslikavarijau tatki ekvilibrijuma E,(0.0) je
'R
— 0
J+00.0) = (-“: ) ) @)
0o

Determinanta Jakobijana (7) je
L1

dEth[D,D,I—EJ

a trag Jakobijana (7) je

Tri-(0,0] 1+1
il U) = —+ —.
L T

Dakle, odgovarajé‘a‘karakterisﬁnajednainaje sljedéeg oblika:

ili u ekvivaletnom obliku
1 1
(A—— (A—A—T]= 0,

Ay
a njeni korijeni su
1 1
.’11 = E l.’l: = E‘

Ako je 4, =1 i 4, = 1tada slijedi da j§4,| = 1i |[4;] = 1, te na osnovu toga zakljuiemo da je
ekvilibrijum E,(0,07 lokalno asimptotski stabilan. Ako i#, < 1i 4, = 1tada slijedi da j¢d,| = 11
|Az] =1, ili ako je 4,=1 i A4, < 1 tada slijedi da je|i,] =<1 i |1,] =1, te na osnovu toga
zakljwujemo da je ekvilibrijumg, sedlo. Ako jed, =1 i 4, « 1 tada slijedi da jei,| =1 i
|4z = 1, te na osnovu toga zakdjuiemo da je ekvilibrijune, repeler.

30p

:U .IS 1 .IU 1 .IS 2 .IU 2 .IS 3 !U a .IS 1 .IU 1 .IS 2 .IU 2 .IS 3 !U

a) 4,=1id;=1 b) 4, =1id,=1
Slika 1: Na slici a) prikazani su ekvilibrijurg, i £, koji su dobiveni kao presjek ktiih krivih. Na
slici b) svaka téka nay —osi predstavlja tku ekvilibrijumak,. Na svakoj slici su razlite paietne
tacke. Slika je dobivena koristésoftwerWolfram Mathematica 7.

Teorem 4.2
i. Pretpostavimo da jed, =1 i A, = 1. Tada je ekvilibrijumE_ sistema diferentnih
jedna‘ina (1) sedlasta tka.
ii. Pretpostavimo da jed, = 1.0nda svaka tka na nenegativnagi —osi je nehiperbotiki
ekvilibrijum sistema (1). Pretpostavimo da4de = 1. Tada svaka &ka na nenegativnoj
y —osi je nehiperbotiki ekvilibrijum sistema (1). Koao, ako jed; = 4, =1, onda je
svaka taka na obje nenegativne poluose nehipediokekvilibrijum.
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Dokaz:
Vrijednost Jakobijana preslikavartau tezki ekvilibrijuma £, (/1 — 4,../1 — 4, je
) 1 —2 /1 — A1 — A
Jr(E) = ( —_— ! - ) )
2= A1 — 4y 1

Determinanta Jakobijana (7) je

det/r(E,)=1—-4(1— 4,)(1 - 4,),

a trag Jakobijana (7) je

Tri-(E )= 2

Dakle, odgovarajta karakteristina jednaina je sljedéeg oblika:
A-z2i+1-401—-40(1-A40=0,

a njeni korijeni su

Ay =1+201-A001-A)id =1-2/{(1—-4,0(1 -A)

Ako je 4, =1 i 4, = 1tada slijedi da j§4,| = 1i |[4;]| = 1, te na osnovu toga zakljuiemo da je

ekvilibrijum E, sedlo. Ako jed4, =1 tada slijedi da jgi;| =1 i |4,] =1, te na osnovu toga

b
zakljwujemo da je ekvilibrijum E,_ nehiperbolki ekvilibrijum. Odnosno svaka &ka na
nenegativnojx —osi je nehiperbodki ekvilibrijum sistema (1). Ako jed, =1 tada slijedi da je
[4,l=1 i |4;] =1, te na osnovu toga zakfiuiemo da je ekvilibrijum £, nehiperbolkki
ekvilibrijum. Odnosno svaka &ka na nenegativne}j —osi je nehiperbotki ekvilibrijum sistema (1).
Konaino, ako je 4, =4, =1,0nda je svaka tka na obje nenegativne poluose nehipetkbli

ekvilibrijum.

30r 30p

U.IS r 10 15 2.‘0 2.‘5 3?0 i U.IS 1.‘0 1.‘5 2.‘0 2.‘5 3?0
a 4,=1lid,=1 by 4,=1i4,=1
Slika 2: Na slici a) svakadka nax —osi predstavlja tku ekvilibrijuma g, . Na slici b) svaka tka
nax —osi ili y —osi predstavlja t&ku ekvilibrijumakg, = E,.Na svakoj slici su razlite patetne
tacke. Slika je dobivena koristésoftwerWolfram Mathematica 7.
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